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ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO 2003

PROBLEMA 2

2x+1
X2+ m+ |m|

E assegnata la funzione f(x) = , dove m ¢ un parametro reale.

a) Determinare il suo dominio di derivabilita.
b) Calcolare per quale valore di m la funzione ammette una derivata che risulti nulla per x= 1.

¢) Studiare la funzione f(x) corrispondente al valore di m cosi trovato e disegnarne il grafico y in un piano
riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), dopo aver stabilito quanti sono esattamente i
flessi di vy ed aver fornito una spiegazione esauriente di cio.

d) Calcolare 'area della regione finita di piano delimitata dal grafico v, dall’asse x e dalla retta di equazio-
ne x=1.



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO « 2003

2x+ 1
x2+ m+ | m|

a) La funzione f(x) = , dove m € un parametro reale si puo scrivere come:

[ 2x+1 >0
) xt+2m’ perm | Vxe R, per m>0
fx) = , f(x) e derivabile :
‘ 2x+1 - Vxe R—{0l, per m=0
PR per m=0
| X

2x%—2x2x+ 1)
o

b) Per m=0 risulta: f'(x) = =f(D=—4#0.
2(x*+2m) — 2xQ2x+ 1) . 4m—1)

! 1 —_
(x?+ 2m)? =/ (1+ 2m)?

Per m > 0 risulta: f'(x) = =0=>m=1.



2x+ 1
x2+2

¢) La funzione da studiare e: f(x) = . La funzione & definita su tutto R. Le intersezioni con gli assi

SONo: A(— ?; O) con l'asse delle ascisse, B (0; 7) con l'asse delle ordinate.

Si ha inoltre: lim f(x)=0"e linJ} J(x)=07. 1l grafico ha l'asintoto orizzontale y= 0.

x——00"

La derivat , sulta: £ () 202+ 2)—Q2x+ 1) 2x —2(x*+x—2) —2x+2)(x—1)
a derivata prima risulta: /' (x) = = —
P T (x?+2)° (x%+2)? (x%+ 2)?

)

| 1
['(0)=0=>—-2=x=1, quindi (vedi anche figura 5) si ha un minimo nel punto m(—Z; ——) ed un
massimo nel punto M (1;1). 2
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< Figura 5.



Studiando la derivata seconda si ottiene:

P 5 Qx+ D(x?+2)—2(x?*+x—2)-2x  2Qx>+3x?—12x—2)
X)) = — . = ,
T (x*+2)3 (x*+2)

[ () =0=2x3+ 3x%—12x—2=0, I'equazione non si scompone con la regola di Ruffini, ma si osser-
va che, per il teorema fondamentale dell’algebra, ha al massimo tre radici, quindi tre flessi. I risultati ot-
tenuti in precedenza per i limiti negli estremi del dominio ed i valori dei punti di massimo e di minimo
permettono di determinare che i flessi devono essere almeno tre. In definitiva i flessi sono proprio tre.
In conclusione si puo tracciare il grafico della funzione (figura 06).
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< Figura 6.
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d) L'area richiesta (figura 7) si ottiene dall'integrale:

I 2x+1 L 2x ! 1

a=|, dr=| et [ dx =
— x*+2 — x*+2 — x*+2
2 2 2
L
I 2x 1 1 I 2x I
= = dx+—| | : dx=| , > a’x+—j1 \/52 dx,
- Xx°+2 27<x>+1 - X°+2 22<x)+1
V2 2

A—[ln(xz-i-Z)]l - \/E[”lrct o ]l —ln<4)+ vz(arctg\/z-i-qrct \/E)—O%Sl%
- e v g areg = | = 0963193



ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO « 2005

PROBLEMA 2

Nel piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy)), sono assegnate le curve di equazione:

[1] y=x%+ ax3+ bx*+c.

a) Dimostrare che, nel punto in cui secano l'asse y, hanno tangente parallela all’asse x.

b) Trovare quale relazione deve sussistere fra i coefficienti a, b affinché la curva [1] volga la concavita ver-
so le y positive in tutto il suo dominio.

¢) Determinare i coefficienti a, b, ¢ in modo che la corrispondente curva [1] abbia, nel punto in cui seca
I'asse y, un flesso e la relativa tangente inflessionale la sechi ulteriormente nel punto di coordinate (2; 2).

d) Indicata con K la curva trovata, stabilire com’e situata rispetto all'asse x, fornendo una esauriente spie-
gazione della risposta.

e) Dopo aver verificato che la curva K presenta un secondo flesso, calcolare I'area della regione finita di
piano delimitata da K e dalle due tangenti inflessionali.



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO * 2005

a) Le curve di equazione y=f(x) =%+ ax3+ bx?+ ¢ sono funzioni polinomiali continue e derivabili
nell'insieme dei numeri reali. Le derivate prime hanno forma: )’ = 4x> + 3ax*+ 2bx e, per definizione
di derivata, esse si annullano nei punti in cui la tangente ¢ parallela all’asse x. Pertanto, ponendo )’ =0,

—3a*V9a*—32b

si ottiene 4x3 + 3ax?+ 2bx =0 che ha soluzioni x=0 e x= 3 . Si conclude che nel

punto x= 0, in cui ogni curva seca l'asse y, le curve [1] hanno tangente parallela all’asse x.

b) Data una funzione con derivata prima e seconda continue in un intervallo, condizione sufficiente affin-
ché essa rivolga la concavita verso l'alto in un punto x, interno all'intervallo, € che la derivata seconda
in quel punto sia positiva. Se y= x*+ ax?+ bx?+ ¢, la derivata prima & )’ = 4x% + 3ax*+ 2bx e la de-
rivata seconda ha espressione: )” = 12x%+ 6ax + 2b. Posto y” >0, risulta:

12x%+ 6ax +2b>0 — 6x*+3ax+ b>0.

: . . ) o . —3a*+V9a*—24b
L'equazione associata, 6x*+ 3ax + b=0, ammette soluzioni reali x= > ,
A=9a*—24b=0.

con



Pertanto la disequazione ¢ sempre verificata nel campo reale se il discriminante A & negativo. La funzio-
ne rivolge la concavita verso I'alto su tutto R se vale la seguente relazione tra a e b:

9a’—24b<0) — 3a*—8bh<0.

La condizione ¢ sufficiente e puo non contemplare altri casi in cui la funzione ha concavita verso l'alto
su tutto il campo reale. E infatti necessario discutere il segno della derivata prima e della derivata secon-
da, in relazione al discriminante A.

Se A>0, cioe 3a*—8b>0, la derivata seconda € negativa in un intervallo. In esso la funzione ha con-
cavita rivolta verso il basso. Pertanto, per 3a*—8b> 0, la curva non mantiene la concavita verso I'alto
nel suo campo di esistenza. 4 p

Se A=0, cioé 3a*=8b, la derivata seconda & positiva per x#—z e nulla per x= % La derivata

prima, y"=4x3+ 3ax*+ 2bx, diventa )’ = x<4x2 + 3ax+ —az): essa € negativa per x<0, nulla per

-

x =0, positiva per x> (. Pertanto la funzione ha un minimo in x=0 e non possiede flessi: essa presen-
ta concavita verso l'alto in R.

In conclusione, la curva y= x*+ ax3+ bx?+ ¢ rivolge la concavita verso l'alto nel suo campo di esi-
stenza R se a e b soddisfano la relazione: 3a* — 8b=0.



¢) Nella soluzione del punto a) si € trovato che la curva parametrica ha tangente orizzontale nel punto
x=0, ovvero nel punto del grafico di coordinate (0; ¢). Affinché vi sia un flesso, € necessario che la de-
rivata seconda f”(x) = 12x* + 6ax+ 2b si annulli per x= 0 cioe /”(0) = 0. Risulta quindi:

fA=2b=0 - b=0.

Se la tangente orizzontale inflessionale in (0; ¢) interseca la curva in un ulteriore punto, (2; 2), si deduce
che c=2.
Infine, poiché la curva passa per il punto (2; 2) deve valere 2 = f(2), cioe:

2=2"+a-2+b-2*+c - Batibtc=-14

Si pongono a sistema le relazioni trovate:

(h=0 (h=0
{c=2 -  {c=2
\8a+4b+c=—l4 a=—2

La curva ha equazione: y= x*—2x3+ 2.



d)La curva K ha equazione f(x) = x*—2x3+ 2 e si ha: lim f(x) = + . Per x <0 la funzione & sempre
x—Foo®

positiva e in questa regione la curva ¢ situata sopra l'asse x. Rimane da valutare 'andamento per
x=0. La derivata prima ¢ f"(x) = 4x3 — 6x? = 2x*(2x — 3) e la tabella del suo segno é riportata nella
figura 4.

5 . ~ . ' - | - (I) +

Per 0 =x<—1la funzione ¢ decrescente, per x> By la funzio- () = ' ' >
0 3

ne ¢ crescente e x= B ¢ minimo assoluto. Poiché il minimo £(x) 2

. (3 3V (3 > " \ \ /
ha immagine j(— =\—| —2|—=—| +2=—— positiva, per
: : : 16 flesso min

definizione di crescenza e decrescenza e tenendo conto della

continuitd, la funzione & positiva nei due intervalli e quindi A Figura 4.

per x=0.

In conclusione il grafico della funzione e situato sopra I'asse delle x.

e) Si studia la curva K di equazione f{x) = x%— 2x3 + 2 per rappresentarla in un sistema cartesiano. Il cam-
po di esistenza ¢ quello dei numeri reali. Per le dimostrazioni precedenti, essa interseca l'asse y nel
punto A(0; 2), dove ha un flesso orizzontale con tangente inflessionale di equazione #: y= 2; ¢ sempre

-

D :
positiva ed ha un minimo di coordinate M (%, —) La derivata seconda vale f”(x) = 12x*— 12x, per-

16

tanto la funzione ha un ulteriore flesso nel punto x= 1, di coordinate F(1; 1). La corrispondente tangen-
te inflessionale ha equazione 5: y—1=f(1) (x— 1) cioe y= — 2x+ 3. Essa interseca la curva anche nel

punto C(—1; 5). Le rette # e 1, si intersecano in un punto D di coordinate D(?; 2). Nella figura 5 ¢
tracciata la curva, le tangenti inflessionali e la regione compresa tra esse.
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La regione finita di piano ¢ formata dal triangolo ADE e da due figure mistilinee CAE e AFMB, di super-
ficie rispettivamente Sypg, Scur € Samup- Esse si calcolano per via geometrica e per via integrale nel mo-

do seguente:

N
<

< Figura 5.

1 1 1
Sup=—AD*AE = Sypp=—'—+1=—;
ADE 2 ADE 2 2

-

0 ) , 1 IS 13
SCAE=J (—2x+3—x*+2x° = dx=| -+ x——x"+—x*| =—;
-1 D 2 —1 10

2 11 2 g
SAIMB:JO(_Z—x4+2x3—2)dx= _?XD+7X4 -

Larea S della regione finita di piano delimitata dalla curva K e dalle tangenti inflessionali vale:
1 1 8 6
p D 80

S=Suppt Seant S - S§=—

-

0 D
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PROBLEMA 2

Si considerino le funzioni fe g determinate da f(x) =logx e g(x) = ax?, essendo a un parametro reale e il

logaritmo di base e.

1. Si discuta, al variare di a, l'equazione logx= ax?* e si dica, in particolare, per quale valore di a i grafici
di fe g sono tra loro tangenti.

2. Si calcoli, posto a=1, 'area della parte di piano delimitata dai grafici delle funzioni f'e g e dalle rette
x=1lex=2 1

3. Si studi la funzione A(x) =logx— ax?* scegliendo per a un valore numerico maggiore di — e se ne di-
segni il grafico. 2e



SOLUZIONE DELLA PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO * 2006

1. Primo metodo
Si discute I'equazione log x= ax?* con metodo grafico ponendo y=logx e y= ax* e determinando gli
eventuali punti di intersezione tra i grafici delle due funzioni, al variare di a.

e a<0. La funzione y= ax? é rappresentata da una parabola con il vertice nell’'origine e con la conca-
vita rivolta verso il basso (figura 5).

yl\
y=logx

Xy

y=ax?

< Figura 5.



Si ha sempre un solo punto di intersezione. V Figura 6.

e a=0. La funzione y= ax? diventa y=0.

In questo caso (figura 6) il punto di intersezione ha coordinate (1;0)
e la soluzione dell’equazione ¢ quindi x= 1.

e a>0. La funzione y= ax?* & rappresentata da una parabola con il
vertice nell'origine e con la concavita rivolta verso l'alto.

Ci sono tre possibilita al variare di a (figura 7):

- abbiamo parabole che intersecano il grafico di
y=logx in due punti distinti;

- esiste una parabola tangente;

- ¢i sono parabole che non intersecano mai il gra-
fico di y=logx.

y=logx

» Figura 7.



Determiniamo la parabola tangente. Risulta:

{axz =log x le due curve devono intersecarsi
D (ax®) =D (logx) le due curve devono avere la stessa tangente nel punto comune
r
)
ax*=log x ax*=log x log x=—
2
; 1 — , 1 o
2ax=— axs=-— 1
\ 2 2 ax2=—
L 2

x=\/g
1

a=—
L 2e

1
La parabola tangente ha quindi equazione y= 2—x2 e il punto di tangenza 7 ha coordinate (\/E, 7)
e

Riassumendo la discussione dell'equazione log x = ax?, risulta:

- per a=0, 1 soluzione;
- per0<a< \/E, 2 soluzioni distinte;
- pera= \/Z, 2 soluzioni coincidenti;

per a> Ve, nessuna soluzione.



Secondo metodo a=0 1y
Le eventuali soluzioni dell’equazione log x = ax*sono gli zeri della fun-
zione h(x)=logx— ax?* al variare di a€ R, che risulta continua nel y=logx
suo campo di esistenza D= ]0; + o[.
Osserviamo che per a = 0 si ottiene la nota funzione logaritmica che ha 1

un unico zero in x= 1 (figura 8). o) X
Sia ora a# 0 e studiamo I'andamento della funzione agli estremi del
campo di esistenza.

Y

Vale:
3102101 h(x)=—o per ognivalore di g, A Figura 8.
o 400 se a<()
lim h(x) = {
X400 —0o se a>0()

Trattiamo separatamente i casi a<0 e a> 0.

e a < 0. Dallo studio dei limiti effettuato, deduciamo che esistono xi, x, € D tali che f(x) <0 e
J(x,) > 0. Per il teorema degli zeri, esiste almeno un punto nell’intervallo ]x;; 2] in cui la funzione si
annulla. Draltra parte, risulta:

- 1
h(x)=——2ax>0, perx€D,
X

quindi la funzione e strettamente crescente. Pertanto anche nel caso a <0 'equazione log x= ax? ha
un’unica soluzione.



® a>0. In questo caso i limiti agli estremi del campo di esistenza sono entrambi negativi. Studiamo il
, _ o 1=2ax* _
segno della derivata prima h'(x) = ———— in D. Risulta:
X

o 1—2ax*=0 1
hlx)=0 < S I<x=s_[—.
x>0 2a

/1
Poiché il massimo della funzione € assunto in x= B l'esistenza degli zeri di A dipende dal segno
. . . . . a
di tale massimo. Calcoliamo I'immagine:

1 11 1
bl |— |=log . [— ——=——(og2a+1).
( 2a> 5\ 20 2 5 Uog2a+ D)

Studiamo la disequazione:

1 1
b( —)20 < log2a+1=0 <« a=—.
2a 2e



In conclusione:

1
- 0<a<—: il massimo di h e positivo, i limiti agli estremi del campo di esistenza sono entrambi

2e
negativi ed esiste un solo punto critico; quindi la funzione h(x) ammette due zeri;
-a= é: il massimo di h € zero ed esiste un solo punto critico, pertanto I'ascissa di tale massimo ¢
I'unica soluzione dell’'equazione assegnata dal problema;
- a> %: poiché max h <0, non esistono soluzioni di h(x) = 0.

Gli zeri dell’equazione log x= ax?* possono essere interpretati graficamente come le ascisse dei punti di

intersezione tra i grafici di f(x) e g(x), come mostra la figura 9.

A
y y=ax? .
y=logx y=logx
‘O 1 x: x:
1 1
0<a<2e a>sg

A Figura 9.



- 1
[ grafici di f'e g sono tangenti solo per a= 2 Infatti le due curve sono tangenti se e solo se si interse-
e

cano e hanno la stessa retta tangente nel punto di intersezione. Algebricamente, questo equivale a risol-
vere il seguente sistema:

( 1
’2 = ——
[g(x) =foo_ |eeTlosx o flosx=T
g =f' ax?=— e L
\ 2
Questo sistema ¢ soddisfatto se e solo se x= Veea= B
e

2. Dobbiamo determinare I'area 9 evidenziata in figura 10, dove si considera @ =1 come richiesto.

yA ;
[y=x2

y=logx

|/

x=1 ix=2 < Figura 10.




2 2
st = | g0 = flol d= | (2= log0) dx=

x3 21 7 |
— 7 1—([x]ogx]%—jl x.;dx):?_(ZIng_[X]%)z
10 21log 2
=——2log?2.
3 8

3. Scegliamo a =1 e studiamo la funzione h(x) = logx— x*. Per quanto visto nei punti precedenti:
- il campo di esistenza ¢ D=]0; + o[;
- non esistono intersezioni con gli assi cartesiani e la funzione ¢ sempre negativa perché il massimo ¢
negativo;
- ilimiti agli estremi di D sono entrambi — oo )
1—2x? \/E h'(X)/ +

0

- ['(x) =—, la funzione e crescente in [0; ——|, decrescente in 20 $
‘ X 2 Z 2
|2 VIV 1 " % 2

—— +oo| e max h(x) = h(—) = ——1(og2+ 1), come riassun-
2 xeD 2 2

to nella figura 11,

. . ST o h(X)
Osserviamo che non vi sono asintoti obliqui perché lim = — o,
x=to



Rimane ora da studiare la derivata seconda:

—4x-x—(1—2x2% B —2x%—1

x2 2

h'(x) =

Risulta quindi:
P'x=0 <« —-Qx*+D=0

e questa disequazione non ¢ mai soddisfatta. Pertanto la derivata seconda ¢ sempre negativa e la funzione
ha la concavita rivolta verso il basso in tutto il campo di esistenza. Il grafico della funzione ¢ riportato nel-
la figura 12.

A
Y 2

2
l

< Figura 12.



SIMULAZIONE DI PROVA D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO

PROBLEMA 1
Considera la famiglia di funzioni
- Rlnx* se x>0
= k>
S0 { 0 se x=0 0

_  [Inx® se x>0
e la funzione g(x)= {
' 0 se x=0

1. Determina per quale valore di £ la funzione f, e g hanno la stessa tangente nel punto di ascissa 1.

2. Detta fla funzione determinata al punto precedente, studia la continuita e la derivabilita di fe g nel
punto x= 0.

3. Studia le funzioni fe g e disegna i grafici riferiti allo stesso sistema cartesiano ortogonale. .
4. Calcola I'area della regione finita di piano delimitata da fe da g appartenente al semipiano x=—.

4



SOLUZIONE DELLA SIMULAZIONE D'ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO

1. Riscriviamo le funzioni applicando le proprieta del logaritmo:

kxlnx se x>0 x%lnx se x>0

k> (): X) =
0 se x=0 O 8w [

Sl = [

0 se x=0
Tutte le funzioni date sono continue e derivabili per x> 0, con derivate:
fr0=kinx+k g'(x)=2xInx+x quindi fH(D=4k g'(1)=1.

Percio f, e g hanno la stessa tangente in x=1 se f3,(1) = g'(1), ossia se

k=1.
2. Indichiamo con f(x) la funzione f(x) corrispondente a £= 1:

o xXlnx se x>0
f(‘x‘)_{ 0 se x=0
1
lim aclnoe=lim 2% =0 (De L'Hospital 2 conti x=0
lim xlnx=lim i = lim ) L = (De L'Hospital)  pertanto f¢é continua per x= (.
X x?
0O+ h)—f(O hlnh—
lim J© )= /O = lim - Yy =]lim Ilnh= — o,
h—0+ b h—0+ h h—=0t



La fnon e derivabile in x=0 nel senso che la derivata diverge negativamente quindi ha per tangente
I'asse delle ordinate.

1
. 2 . lnx . x ~ . .
lim x“lnx=lim =lim = (), pertanto g ¢ continua in x= (.
x—=(t =0+ 1 x—=0* 2 )
)

0+ h—g@O h*Inh—
lim §0+H — 5O = lim nh—0 =lim hlnh=0.
h—0* h h—0* h bh—0*

La g e derivabile in x=0 e ha per tangente I'asse delle ascisse.

3. Studio di fe g.
Segno di fe intersezioni con gli assi:
xXInx>0 per x>1 — f(0<0 se 0<x<1
S0 >0 se x>1
SO =0.

lim xlnx= 4+
x—=+00

xln x J/non ha asintoti orizzontali né obliqui.

lim =]lim Inx=+®
x—=+4oo X Xx—=+®



Derivata prima: crescenza e decrescenza,
massimi € minimi:

[0 =Inx+1>0 per x>¢! — fé crescente per x> ¢!
fé decrescente per 0 <x< ¢!
A(e !, —e 1) minimo relativo e assoluto.

o 1
o= ~ >0 Vx>0 — concavita verso l'alto.

Segno di g e intersezioni con gli assi:

x%ln x>0 per x>1 — g(W<0 se 0<x<1
g(x)>0 se x>1
g(H)=0.
Jirgrlm xXilnx=+o
2ln x — g non ha asintoti orizzontali né obliqui.
,}LIEOOT =J}2£1mxlnx= +

Derivata prima: crescenza e decrescenza,

massimi € minimi:
1 1
g'()=xQ2Inx+1)>0 per x>e 2 — geé crescente per X>e¢ 2
1
— g ¢ decrescente per 0<x<e 2

|
B(e 2; —7(?_1) min. rel. e assoluto.



3

3

g"(x)=2Ilnx+3>0 per x>e 2 — concavita verso l'alto per x>e 2

3

concavita verso il basso per 0 <x<e 2

Ix = 1 g(x)/ /f(x)

) B 1 3
N *

4. L'area richiesta € data dal seguente integrale che calcoleremo per parti:

<« Figura 1.

3
C (0_7; — % 9_3) punto di flesso.

1 3 2 1 3 1 2
[, (o= xin ) dr= [x—lnx—x—lnx] fl(x —-Z.
4

i it 3 X .

1 1 1 .2 . 5ln4 3 2N
In4———In4— (x——i)alx=— i —[x - ]
T2 32 32 192 L9 4

4




